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Dimostrare che
∫ ∞
0
x7
ex2 − 1dx = 3
∞∑
n=1
1
n4
Suggerimento ∫ ∞
0
u3e−nudx =
6
n4
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Se A =
{
(x, y) ∈ R2|x2 + 2xy + 2y2 ≤ 1 & y ≥ 0} calcolare∫∫
A
xydxdy
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Se A =
{
(x, y) ∈ R2|x2 + 2xy + 2y2 ≤ 1 & y ≥ 0} calcolare∫∫
A
xydxdy
Osservato che x2 + 2xy + 2y2 = (x + y)2 + y2 usiamo il cambio di
variabili x+ y = uy = v ⇐⇒
x = u− vy = v
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Se A =
{
(x, y) ∈ R2|x2 + 2xy + 2y2 ≤ 1 & y ≥ 0} calcolare∫∫
A
xydxdy
Osservato che x2 + 2xy + 2y2 = (x + y)2 + y2 usiamo il cambio di
variabili x+ y = uy = v ⇐⇒
x = u− vy = v
Il determinate Jacobiano vale 1 in quanto
det
1 −1
0 1
 = 1
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Il dominio di integrazione e` trasformato in
B = {(u, v) ∈ R2|u2 + v2 ≤ 1}
quindi ∫∫
A
xydxdy =
∫∫
B
(u− v)vdudv
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Il dominio di integrazione e` trasformato in
B = {(u, v) ∈ R2|u2 + v2 ≤ 1}
quindi ∫∫
A
xydxdy =
∫∫
B
(u− v)vdudv
Passando a coordinate polari∫∫
B
(u− v)vdudv =
∫ pi
0
∫ 1
0
ρ3(cos θ − sin θ) sin θdθdρ = −pi
8
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Il dominio di integrazione e` trasformato in
B = {(u, v) ∈ R2|u2 + v2 ≤ 1}
quindi ∫∫
A
xydxdy =
∫∫
B
(u− v)vdudv
Passando a coordinate polari∫∫
B
(u− v)vdudv =
∫ pi
0
∫ 1
0
ρ3(cos θ − sin θ) sin θdθdρ = −pi
8
NB
∫
(cos θ − sin θ) sin θdθdθ = 1
4
(−2θ + sin(2θ)− cos(2θ)− 1)
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Partendo dall’integrale definito∫ 1
0
1− x
1− x4dx
Dimostrare che
∞∑
n=0
1
(4n+ 1)(4n+ 2)
=
pi
8
+
1
4
ln 2
Suggerimento:
1
(1 + x)(1 + x2)
=
1− x
2 (1 + x2)
+
1
2(1 + x)
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Giustificare il passaggio al limite sotto il segno di integrale
lim
n→∞
∫ ∞
0
√
x sin(nx)
1 +
√
nx2
dx
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Calcolare ∫ pi
2
0
dθ√
cos θ
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Calcolare ∫ pi
2
0
dθ√
cos θ
Posto cos θ = u si trova∫ pi
2
0
dθ√
cos θ
=
∫ 1
0
du√
u(1− u2)
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Calcolare ∫ pi
2
0
dθ√
cos θ
Posto cos θ = u si trova∫ pi
2
0
dθ√
cos θ
=
∫ 1
0
du√
u(1− u2)
Posto u =
√
t si trova∫ 1
0
du√
u(1− u2) =
1
2
∫ 1
0
t−
3
4 (1− t)− 12dt
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quindi ∫ pi
2
0
dθ√
cos θ
=
1
2
Γ(14)Γ(
1
2)
Γ(14 +
1
2)
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quindi ∫ pi
2
0
dθ√
cos θ
=
1
2
Γ(14)Γ(
1
2)
Γ(14 +
1
2)
e ancora ∫ pi
2
0
dθ√
cos θ
=
√
pi
2
Γ(14)
Γ(34)
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quindi ∫ pi
2
0
dθ√
cos θ
=
1
2
Γ(14)Γ(
1
2)
Γ(14 +
1
2)
e ancora ∫ pi
2
0
dθ√
cos θ
=
√
pi
2
Γ(14)
Γ(34)
ma Γ(34) = pi
√
2
(
Γ(14)
)−1
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quindi ∫ pi
2
0
dθ√
cos θ
=
1
2
Γ(14)Γ(
1
2)
Γ(14 +
1
2)
e ancora ∫ pi
2
0
dθ√
cos θ
=
√
pi
2
Γ(14)
Γ(34)
ma Γ(34) = pi
√
2
(
Γ(14)
)−1
Conclusione∫ pi
2
0
dθ√
cos θ
=
Γ2(14)√
8pi
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Risolvere il problema ai valori iniziali
ut = uxx + 4uxu(x, 0) = x2e−2x = f(x)
con v(x, t) soluzione di vt = vxxv(x, 0) = ea2xf(x)
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Risolvere il problema ai valori iniziali
ut = uxx + 4uxu(x, 0) = x2e−2x = f(x)
u(x, t) = exp
((
b− a
2
4
)
t− a
2
x
)
v(x, t) con v(x, t) soluzione divt = vxxv(x, 0) = ea2xf(x)
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Risolvere il problema ai valori iniziali
ut = uxx + 4uxu(x, 0) = x2e−2x = f(x)
u(x, t) = exp
((
b− a
2
4
)
t− a
2
x
)
v(x, t) con v(x, t) soluzione divt = vxxv(x, 0) = ea2xf(x)
quindi u(x, t) = e−4t−2xv(x, t) con
vt = vxxv(x, 0) = x2
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Per trovare v(x, t) usiamo la formula di Green
v(x, t) =
1√
pi
∫ ∞
−∞
e−s
2
f(x+ 2s
√
t)ds
con f(x) = x2
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Per trovare v(x, t) usiamo la formula di Green
v(x, t) =
1√
pi
∫ ∞
−∞
e−s
2
f(x+ 2s
√
t)ds
con f(x) = x2
v(x, t) =
1√
pi
∫ ∞
−∞
e−s
2
(
x2 + 4s
√
t+ 4ts2
)
ds
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Per trovare v(x, t) usiamo la formula di Green
v(x, t) =
1√
pi
∫ ∞
−∞
e−s
2
f(x+ 2s
√
t)ds
con f(x) = x2
v(x, t) =
1√
pi
∫ ∞
−∞
e−s
2
(
x2 + 4s
√
t+ 4ts2
)
ds
v(x, t) =
1√
pi
∫ ∞
−∞
e−s
2 (
x2 + 4ts2
)
ds
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Per trovare v(x, t) usiamo la formula di Green
v(x, t) =
1√
pi
∫ ∞
−∞
e−s
2
f(x+ 2s
√
t)ds
con f(x) = x2
v(x, t) =
1√
pi
∫ ∞
−∞
e−s
2
(
x2 + 4s
√
t+ 4ts2
)
ds
v(x, t) =
1√
pi
∫ ∞
−∞
e−s
2 (
x2 + 4ts2
)
ds
v(x, t) =
1√
pi
(
x2
√
pi + 4t
√
pi
2
)
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Conclusione
u(x, t) = (x2 + 2t)e−4t−2x
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Calcolare la misura di A =
{
(x, y) ∈ R2|x2 + 2xy + 3y2 ≤ 1}
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Calcolare la misura di A =
{
(x, y) ∈ R2|x2 + 2xy + 3y2 ≤ 1}
Completiamo il quadrato rispetto ad x
x2 + 2xy + 3y2 = (x+ y)2 + 2y2
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Calcolare la misura di A =
{
(x, y) ∈ R2|x2 + 2xy + 3y2 ≤ 1}
Completiamo il quadrato rispetto ad x
x2 + 2xy + 3y2 = (x+ y)2 + 2y2
Cambio di variabilex+ y = uy = v ⇐⇒
x = u− vy = v
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Il determinante Jacobiano vale 11 −1
0 1

e il trasformato di A dopo il cambio di variabile e` l’insieme (ellisse)
B =
{
(u, v) ∈ R2|u2 + 2v2 ≤ 1}
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Il determinante Jacobiano vale 11 −1
0 1

e il trasformato di A dopo il cambio di variabile e` l’insieme (ellisse)
B =
{
(u, v) ∈ R2|u2 + 2v2 ≤ 1}
Applicando la formula per l’area piab trovo che la misura cercata e`
pi√
2
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Calcolare ∫∫
R2
e−(x
2−4xy+5y2)dxdy
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Calcolare ∫∫
R2
e−(x
2−4xy+5y2)dxdy
Scriviamo x2 − 4xy + 5y2 = (x− 2y)2 + y2 e cambiamo variabilex− 2y = uy = v ⇐⇒
x = u+ 2vy = v
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Calcolare ∫∫
R2
e−(x
2−4xy+5y2)dxdy
Scriviamo x2 − 4xy + 5y2 = (x− 2y)2 + y2 e cambiamo variabilex− 2y = uy = v ⇐⇒
x = u+ 2vy = v
Quindi ∫∫
R2
e−(x
2−4xy+5y2)dxdy =
∫∫
R2
e−(u
2+v2)dudv = pi
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Sia f(x, t) =
ln(1 + t2x2)
1 + x2
con x > 0, t > 0 e si ponga
F (t) =
∫ +∞
0
f(x, t) dx.
Provare che, usando al momento opportuno l’identita`
2tx2
(1 + x2) (1 + t2x2)
=
2t
(t2 − 1) (1 + x2) −
2t
(t2 − 1) (1 + t2x2)
1. F ′(t) =
pi
1 + t
2. lim
t→0
F (t) = 0
3. F (t) = pi ln(1 + t)
4.
∫ +∞
0
ln(1 + x2)
1 + x2
dx = pi ln 2
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La funzione f(x, t) e` certamente integrabile per x ∈ [0,+∞) perche´
il logaritmo non ostacola la convergenza di
1
1 + x2
. Inoltre, derivando
parzialmente rispetto a t troviamo
∂f
∂t
(x, t) =
2tx2
(x2 + 1) (1 + t2x2)
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La funzione f(x, t) e` certamente integrabile per x ∈ [0,+∞) perche´
il logaritmo non ostacola la convergenza di
1
1 + x2
. Inoltre, derivando
parzialmente rispetto a t troviamo
∂f
∂t
(x, t) =
2tx2
(x2 + 1) (1 + t2x2)
Questa funzione e` integrabile per x ∈ [0,+∞) e, sfruttando il sugge-
rimento abbiamo
F ′(t) =
∫ +∞
0
2tx2
(1 + x2) (1 + t2x2)
dx
=
2t
t2 − 1
∫ +∞
0
(
1
1 + x2
− 1
1 + t2x2
)
dx
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Ora ∫ +∞
0
1
1 + x2
dx = [arctanx]+∞0 =
pi
2
Mentre ∫ +∞
0
1
1 + t2x2
dx =
1
t
∫ +∞
0
1
1 + u2
du =
pi
2t
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Ora ∫ +∞
0
1
1 + x2
dx = [arctanx]+∞0 =
pi
2
Mentre ∫ +∞
0
1
1 + t2x2
dx =
1
t
∫ +∞
0
1
1 + u2
du =
pi
2t
In definitiva
F ′(t) =
2t
t2 − 1
(pi
2
− pi
2t
)
=
pi
1 + t
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Ora ∫ +∞
0
1
1 + x2
dx = [arctanx]+∞0 =
pi
2
Mentre ∫ +∞
0
1
1 + t2x2
dx =
1
t
∫ +∞
0
1
1 + u2
du =
pi
2t
In definitiva
F ′(t) =
2t
t2 − 1
(pi
2
− pi
2t
)
=
pi
1 + t
Pertanto, osservato che F (0) = 0
F (t) = pi ln(1 + t) =⇒ F (1) = pi ln 2
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Se:
A :=
{
(x, y) ∈ R2|x2 + y2 − 2x ≤ 0} ,
si calcoli:
I =
∫∫
A
x (1 + y) dxdy
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Se:
A :=
{
(x, y) ∈ R2|x2 + y2 − 2x ≤ 0} ,
si calcoli:
I =
∫∫
A
x (1 + y) dxdy
1
x
y
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Conviene traslare l’origine degli assi nel centro del cerchiox = u+ 1y = v
in modo che B = {(u, v)|u2 + v2 ≤ 1} e
I =
∫∫
B
(1 + u+ v + uv)dudv
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Conviene traslare l’origine degli assi nel centro del cerchiox = u+ 1y = v
in modo che B = {(u, v)|u2 + v2 ≤ 1} e
I =
∫∫
B
(1 + u+ v + uv)dudv
e allora in coordinate polari
I =
∫ 1
0
∫ 2pi
0
ρ
(
ρ2 sin θ cos θ + ρ sin θ + ρ cos θ + 1
)
dρdθ = pi
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Se A =
{
(x, y) ∈ R2| x
2
9
+
y2
4
≤ 1
}
si calcoli∫∫
A
(x
3
+
y
2
)
dxdy
